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SEPTIEMBRE – 2020 

MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Instrucciones: El estudiante deberá resolver CUATRO de los ocho ejercicios propues-
tos, si resuelve más, se corregirán solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redac-
tarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podrá utilizar cual-
quier tipo de calculadora.  
 

1º) Dadas las matrices � = �0 1 11 0 −20 −1 0 � , 
 = �1 20 −11 −1�  �  = �1 1 12 0 −2�: 

 �) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. 
 �) Calcula razonadamente la matriz X de la ecuación �� + �� = 
, donde �� es la 
matriz identidad. 

---------- �)  
Se obtiene la inversa de � por el método de Gauss-Jordan. 
 

��|�) = �0 1 11 0 −20 −1 0 �1 0 00 1 00 0 1� ⇒ ��� ↔ �� ⇒ �1 0 −20 1 10 −1 0 �0 1 01 0 00 0 1� ⇒    

 

⇒ ��� → �� + �� ⇒ �1 0 −20 1 10 0 1 �0 1 01 0 01 0 1� ⇒ "�� → �� + 2���� → �� − �� # ⇒       

 

⇒ �1 0 00 1 00 0 1�2 1 20 0 −11 0 1 � ⇒ �$� = �2 1 20 0 −11 0 1 �. 

 �)  �� + �� = 
;   �� = 
 − ��;   �$� · � · � = �$� · �
 − ��);  
 � · � = �$� · �
 − ��) ⇒ � = �$� · �
 − ��). 

 

 
 − �� = �1 20 −11 −1� · �1 1 12 0 −2� − �1 0 00 1 00 0 1� = 



= � 5 1 −3−2 0 2−1 1 3 � − �1 0 00 1 00 0 1� = � 4 1 −3−2 −1 2−1 1 2 �. 

 

 � = �$� · �
 − ��) = �2 1 20 0 −11 0 1 � · � 4 1 −3−2 −1 2−1 1 2 �. 

 

� = �4 3 01 −1 −23 2 −1�. 

 
********** 

  
  



2º) �) Discute el sistema de ecuaciones lineales 
* + 2� + �+ = �* + �� + 2+ = �  −* + � + + = 1, en función del pa-

rámetro � ∈ .. 
 �) Resuelve razonadamente el sistema anterior para � = 2, si es posible. 
 

----------  �)  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 / = � 1 2 �1 � 2−1 1 1� y /′ = � 1 2 �1 � 2−1 1 1     ��1�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|/| = � 1 2 �1 � 2−1 1 1� = � + � − 4 + �� − 2 − 2 = 0;  �� + 2� − 8 = 0;  
 � = $�±√45��� = $�±√�6� = $�±6� = −1 ± 3 ⇒ �� = −4, �� = 2. 

 7�8� 9� ≠ −4� ≠ 2 ; ⇒ .�<= / = .�<= /> = 3 = <º @<Aó=. ⇒ D. . E. 

 

7�8� � = −4 ⇒ /> = � 1 2 −41 −4 2−1 1 1      −4−41 � ⇒ .�<= /> ⇒ ��, �, 4 ⇒  

 

⇒ � 1 2 −41 −4 −4−1 1 1 � = −4 − 4 + 8 + 16 + 4 − 2 = 18 ≠ 0 ⇒ .�<= /> = 3. 

 7�8� � = −4 ⇒ .�<= / = 2;  .�<= /> = 3 ⇒ D@GHIJ� @<AKJL�H@�MI. 
 

7�8� � = 2 ⇒ /> = � 1 2 21 2 2−1 1 1     221� ⇒ ��� = �� ⇒ .�<= /> = 2.  

 7�8� � = 2 ⇒ .�<= / = .�<= /> = 2 < <º @<Aó=. ⇒ D. . �. 
 �)  

 Para � = 2 el sistema es 
* + 2� + 2+ = 2* + 2� + 2+ = 2  −* + � + + = 1,, equivalente a 

* + 2� + 2+ = 2 −* + � + + = 1#, 



que es compatible indeterminado. Haciendo + = O: 
 

 
* + 2� = 2 − 2O −* + � = 1 − O# ⇒ 3� = 3 − 3O;   � = 1 − O. 

 
 −* + 1 − O = 1 − O ⇒ * = 0. 
 DKMQA@ó<: * = 0;   � = 1 − O;   + = O, ∀O ∈ .. 

 
********** 

  



3º) �) Calcula razonadamente el siguiente límite: limV→WX ��V − �YZ[ �V�. 

 

�) Dada la función \�*) = ]2V$�   G@   * ≤ 1        * − 2  G@  1 < * < 2_�* − 1)   G@   * ≥ 2, donde _ es el logaritmo neperiano, 

estudia la continuidad de la función \�*) en * = 1 y en * = 2, y clasifica el tipo de 
discontinuidad si las hubiere. 

---------- �)  limV→WX ��V − �YZ[ �V� = �W − �YZ[ W = �W − �W = ∞ − ∞ ⇒ �<bIH. ⇒ limV→WX YZ[ �V$VV·YZ[ �V =  

 = W$WW·W = WW ⇒ �<bIH. ⇒ �_′cKL@H�M ⇒ limV→WX �·deY �V$��·YZ[ �V5V·�·deY �V = �·�$��·W5W·� = �W = +∞. 

 limV→WX ��V − �YZ[ �V� = +∞. 

 �)  
 La función \�*) es continua en R, excepto para * = 1 � * = 2, cuya continuidad 
es dudosa; se estudia a continuación. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 7�8� * = 1 ⇒ ] limV→�f \�*) = limV→� 2V$� = 2W = 1 = \�1)limV→�X \�*) = limV→��* − 2) = 1                    ⇒ 

 ⇒ limV→�f \�*) = limV→�X \�*) = \�1) ⇒ \�*) IG AK<H@<Q� I< * = 1. 

 

 7�8� * = 2 ⇒ ] limV→�f \�*) = limV→��* − 2) = 2 − 2 = 0              limV→�X \�*) = limV→�g_�* − 1)h = _1 = 0 = \�2) ⇒ 

 ⇒ limV→�f \�*) = limV→�X \�*) = \�2) ⇒ \�*) IG AK<H@<Q� I< * = 2. 

 
********** 

  



4º) �) Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin 
tapa superior y con un volumen de 108 J� para que la superficie total de la caja (for-
mada por las caras laterales y la base) sea mínima. 
 �) Calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función \�*) = *� + * −1 en el punto de abscisa * = 1. 

---------- �)  

  i = *� · ℎ = 108 ⇒ ℎ = �WkVl .     (*) 

 
  D = *� + 4 · * · ℎ. 
 

  D�*) = *� + 4 · * · ℎ = *� + 4 · * · �WkVl ⇒ 

 ⇒ D�*) = *� + 4��V = Vm54��V .  

 
 Para que la superficie sea mínima es condición necesaria que se anule su primera 
derivada: 
 

 D>�*) = �Vl·V$�Vm54��)·�Vl = �Vm$Vm$4��Vl = �Vm$4��Vl . 

 

 D>�*) = 0 ⇒ �Vm$4��Vl = 0;   2*� − 432 = 0;  *� = 216 = 6� ⇒ * = 6. 

 
 Sustituyendo en (*) el valor obtenido de *: 
 

 ℎ = �Wk6l = �Wk�6 = 3. 

 _� GQLI8\@A@I HKH�M IG Jí<@J� L�8� * = 6 J bI M�bK � 3 J bI �MHQ8�. 

 
 Justificación de que se trata de un mínimo: 
 
 Una función tiene un mínimo relativo cuando su segunda derivada es positiva 
para los valores que anulan su primera derivada: 
 D>>�*) = 6Vl·Vl$��Vm$4��)·�VVo = 6Vm$4Vm5k64Vm = �Vm5k64Vm . 

 

 D>>�6) = �·6m5k646m > 0 ⇒  /í<@JK, AKJK GI qQI8í� rQGH@\@A�8. 

 �)  
 El punto de tangencia es el siguiente:  
 
 \�1) = 1� + 1 − 1 = 1 ⇒ 7�1, 1). 

* 

* 

ℎ 



 El valor de la pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el 
valor de su primera derivada en ese punto. 
 \>�*) = 2* + 1 ⇒ J ⇒ \>�1) = 2 · 1 + 1 = 3. 
 
 La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la 
fórmula � − �W = J�* − *W), que aplicada al punto 7�1, 1) con J = 3 es: 
 
 � − 1 = 3 · �* − 1) = 3* − 3. 
 _� 8IAH� H�<=I<HI LIb@b� IG H ≡ 3* − � − 2 = 0. 

 
********** 

  



5º) �) Calcula razonadamente la siguiente integral: � = t ��5Zu · b*. (Cambio de varia-

ble sugerido: IV = H). 
 �) Determina justificadamente el área acotada que encierran las gráficas de las funcio-
nes \�*) = −*� + 2* + 4 � =�*) = * + 2. 
 

---------- �)  

� = t ��5Zu · b* ⇒ v IV = HIV · b* = bHb* = wxx
y ⇒ t ��5x · wxx = t �x·��5x) · bH. 

 �x·��5x) = zx + {�5x = z5zx5{xx��5x) = �z5{)x5zx��5x) ⇒ / + | = 0        / = 1; ⇒ | = −1.  

 

 � = t ��5Zu · b* = t ��x − ��5x� · bH = _|H| − _|1 + H| +  = _ } x�5x} + . 

 ~ = t ��5Zu · b* = _ Zu
�5Zu + . 

  �)  
 La función \�*) = −*� + 2* + 4 es una parábola cóncava �∩) por ser negativo 
el coeficiente de *�. Su vértice es el siguiente: 
 
 \>�*) = −2* + 2.  \>�*) = 0 ⇒ −2* + 2 = 0;   * = 1. 
 
 \�1) = −1� + 2 · 1 + 4 = −1 + 2 + 4 = 5 ⇒ i�1, 5). 

 
Los puntos de corte de la parábola y la recta se obtienen de la igualación de sus 

expresiones: 
 −*� + 2* + 4 = * + 2; *� − * − 2 = 0;  * = �±√�5k� = �±√�� = �±�� ⇒  

 ⇒ "*� = −1 → 7�−1, 1)*� = 2 → ��2, 4)      .  
 
La representación gráfica de la situación 

es, aproximadamente, la que se indica en la figura 
adjunta. 
 

Por ser todas las ordenadas de la parábola 
mayores que las correspondientes ordenadas de 
la recta en el intervalo �−1, 2), la superficie a cal-
cular es la siguiente: 
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 D = t g\�*) − =�*)h · b*�$� = t g−*� + 2* + 4 − �* + 2)h · b* =�$�   
 = t �−*� + * + 2) · b*�$� = �− Vm

� + Vl
� + 2*�$�

� =  

 = �− �m
� + �l

� + 2 · 2� − �− �$�)m
� + �$�)l

� + 2 · �−1)� = − k� + 2 + 4 − �� − �� + 2 =  

 = 8 − 3 − �� = 5 − �� = ��  Q� = 4,5 Q� . 

 
********** 

  



6º) Sean el plano � ≡ * + 2� − + − 4 = 0 y la recta 8 ≡ "* − 2� − 2 = 0� − + − 2 = 0  : 
 �) Calcula razonadamente la distancia del punto 7�1, 2, −1) al plano �. 
 �) Calcula razonadamente el área del triángulo que forman el punto de intersección de 
la recta 8 con el plano �, y los puntos 
�1, −1, 2) � �0, 1, 1). 
 

---------- �)  
La distancia del punto 7W�*W, �W, +W) al plano �* + 
� + + + E = 0 viene 

dada por la fórmula b�7W, �) = |�V�5���5���5�|√�l5�l5�l . Aplicando la fórmula al punto 7�1, 2, −1) y al plano � ≡ * + 2� − + − 4 = 0: 
 

 b�7, �) = |�·�5�·�$�·�$�)$4|��l5�l5�$�)l = |�545�$4|√�545� = �√6 = �√66 . 

 b�7, �) = √6�  Q<@b�bIG. 

 �)  
 El punto de intersección de la recta 8 y el plano � es la solución del sistema que 

forman: 
* + 2� − + = 4       * − 2� = 2          � − + = 2,. 

 * + 2� − + = 4       * − 2� = 2          � − + = 2, ⇒ * = 2 + 2�   + = � − 2# ⇒ 2 + 2� + 2� − � + 2 = 4;   4� = 0 ⇒  

 ⇒ � = 0;   * = 2;   + = −2 ⇒ E�2, 0, −2). 
 
 Los puntos 
�1, −1, 2), �0, 1, 1) � E�2, 0, −2) determinan los vectores: 
 
 
�����⃗ = ������⃗ − �
�����⃗ = g�0, 1, 1) − �1, −1, 2)h = �−1, 2, −1).   
 
 
E������⃗ = �E������⃗ − �
�����⃗ = g�2, 0, −2) − �1, −1, 2)h = �1, 1, −4).  
  

El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del 
módulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan: 
 

 D��� = �� · �
�����⃗ × 
E������⃗ � = �� · � @ r �−1 2 −11 1 −4� = 

 



= �� · |−8@ − r − � − 2� + @ − 4r| = �� · |−7@ − 5r − 3�| =  

 = �� · ��−7)� + �−5)� + �−3)� = �� · √49 + 25 + 9 = �� · √83. 

 D = �� · √83 Q� ≅ 4,56 Q�. 

 
********** 

  



7º) Dadas las rectas 8 ≡ 92* − 2� = 4+ = 0               y G ≡ V� = �5�$� = �$��  y el punto 7�−1, 0, 2): 

 �) Determina razonadamente la posición relativa de las rectas 8 � G. 
 �) Halla razonadamente la ecuación general del plano � que pasa por el punto 7 y es 
paralelo a las rectas 8 � G. 

---------- �)  

 La expresión de la recta 8 ≡ 9* − � = 2+ = 0         dada por unas ecuaciones paramétricas 

es 8 ≡ ]* = 2 + O� = O        + = 0        . 
 

Un punto y un vector director de la recta 8 son ��2, 0, 0) y �����⃗ = �1, 1, 0). 
 

Un punto y un vector director de la recta G son 
�0, −2, 1) y �Y���⃗ = �3, −2, 1). 
 

Los vectores �����⃗  y �Y���⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales 
sus componentes; esto implica que las rectas 8 y G se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente: 

 
 Se considera el vector ���⃗  que tiene como origen el punto � ∈ 8 y extremo el 
punto 
 ∈ G: ���⃗ = �
�����⃗ = g
 − �h = g�0, −2, 1) − �2, 0, 0)h = �−2, −2, 1). 
 
 Según que los vectores ������⃗ , �Y���⃗ , ���⃗   sean o no coplanarios las rectas 8 y G se cortan 
o se cruzan, respectivamente. 
 
 Los vectores ������⃗ , �Y���⃗ , ���⃗   son coplanarios cuando el rango del determinante que 
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 
 

 .�<= ������⃗ , �Y���⃗ , ���⃗  ⇒ � 1 1 03 −2 1−2 −2 1� = −2 − 2 + 2 − 3 = −5 ≠ 0 ⇒ 

 ⇒ .�<= ������⃗ , �Y���⃗ , ���⃗  = 3 ⇒  �����⃗ , �Y���⃗ , ���⃗  <K GK< AKLM�<�8@KG.   
 _�G 8IAH�G 8 � G GI A8Q+�<. 

 �)  

 ��7; �����⃗ , �Y���⃗ ) ≡ �* + 1 � + − 21 1 03 −2 1 � = 0;   
 �* + 1) − 2�+ − 2) − 3�+ − 2) − � = 0;  �* + 1) − � − 5�+ − 2) = 0;  
 



* + 1 − � − 5+ + 10 = 0. � ≡ * − � − 5+ + 11 = 0. 

 
********** 

  



8º) �) El 70 % de los usuarios de Instagram tiene menos de 34 años, el 25 % entre 34 
y 54 años (ambos incluidos) y el 5 % más de 54 años. Se sabe que acceden a diario a 
dicha red: el 98 % de los menores de 34 años, el 40 % de los usuarios entre 34 y 54 
años (ambos incluidos) y el 10 % de los mayores de 54 años. Si se selecciona un usuario 
al azar: 
 
 ��) ¿Qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social? 
 
 ��) Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, ¿qué 
probabilidad hay de que pertenezca al grupo que tiene entre 34 y 54 años (ambos in-
cluidos)? 
 �) El tiempo que un usuario de la red Instagram pasa conectado a diario a dicha red 
social sigue una ley normal de media 53 minutos y desviación típica 10 minutos. 
 ��) ¿Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte 
más de 30 minutos al día? 
 
 ��) ¿Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conecta entre 40 y 67 mi-
nutos al día? 

---------- �)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ��) 
  7 = 7�E) = 7�< 34 ∩ E) + 7�34 − 54 ∩ E) + 7�> 54 ∩ E) = 
 = 7�< 34)7�E| < 34) + 7�34 − 54) · 7�E|34 − 54) + 7�> 54) · 7�E| > 54) =  
 = 0,70 · 0,98 + 0,25 · 0,40 + 0,05 · 0,10 = 0,6860 + 0,1000 + 0,0050 = 0,7910. 
 
 ��) 7 = 7�34 − 54|E) = ���4$�4∩�)���) = ���4$�4)·���/�4$�4)���) = W,��·W,4WW,���W =   

 = W,�WWWW,���W = 0,1264. 

 

→ L = 0,70 · 0,98 = 0,6860 
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→ L = 0,70 · 0,02 = 0,0140 

→ L = 0,25 · 0,40 = 0,1000 

→ L = 0,25 · 0,60 = 0,1500 

→ L = 0,05 · 0,10 = 0,0050 

→ L = 0,05 · 0,90 = 0,0450 



�)  E�HKG:  � = 53;     = 10. 
 � → |��;   ) = |�53, 10).  Tipificando la variable: ¡ = ¢$���W . 

 
 ��) 7 = 7�� > 30) = 7 �¡ > �W$���W � = 7 �¡ > $���W � = 7�¡ > −2,3) =

  = 1 − 7�¡ ≤ 2,3) = 1 − 0,9893 = 0,0107. 
 
 ��) 7 = 7�40 ≤ � ≤ 67) = 7 �4W$���W ≤ ¡ ≤ 6�$���W � = 7 �$���W ≤ ¡ ≤ �4�W� =  

 = 7�−1,3 ≤ ¡ ≤ 1,4) = 7�¡ ≤ 1,4) − g1 − 7�¡ ≤ 1,3)h =  
 = 7�¡ ≤ 1,4) − 1 + 7�¡ ≤ 1,3) = 0,9192 − 1 + 0,9093 = 1,8285 − 1 = 0,8285. 
 

********** 
 


